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RESUMO

Os métodos numéricos estdo muito presentes na resolucdo de problemas complexos e foram
melhorados com as criacbes de computadores com capacidade de resolver operacdes
matematicas em um curto intervalo de tempo. Essas maquinas tém um grande papel para
contribuir na resolucdo de problemas fisicos que ndo sdo possiveis de se resolver
analiticamente. Dentre métodos numéricos, um dos mais utilizados para resolugdes de equacdes
diferenciais de 1% ordem é o método de Runge-Kutta. Neste trabalho verificaremos a eficiéncia
do método para resolver equacdes diferenciais de primeira e segunda ordem que aparecem nos
sistemas fisicos: circuito RL, circuito LC e movimento de um corpo em queda em um meio
resistente. Foi realizada uma modificagdo no algoritmo para que o método pudesse resolver

também equacdes diferenciais de 2% ordem.

Palavras-chave: equac6es diferenciais; métodos numéricos; Runge-Kutta.



ABSTRACT

Numerical methods are very present in the resolution of complex problems and have been
improved with the creation of computers capable of solving mathematical operations in a short
time interval, they have a great role in contributing to the resolution of physical problems that
are not possible to solve. Solved analytically. One of the most used numerical methods for
solving 1st order differential equations is the Runge-Kutta method. In this work we will verify
the efficiency of the method to solve first and second order differential equations that appear in
physical systems: RL circuit, LC circuit and movement of a falling body in a resistant medium.
A modification was made to the algorithm so that the method could also solve 2nd order

differential equations.

Key-words: equations differential; numerical methods; Runge-Kutta.
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1. INTRODUCAO

Os métodos numeéricos sdo um conjunto de aplicaces de algoritmos utilizados para
formular e resolver problemas matematicos usando operacGes aritméticas. Os algoritmos, por
sua vez, sdo grupos finitos de operacGes ordenadas nos quais nos permitem resolver certos
problemas matematicos. Trata-se de uma sequéncia de instrugdes ou regras estabelecidas que,

por meio dessas etapas dadas, permitem-nos aproximar o resultado real de um problema dado.

A andlise numérica é o estudo de algoritmos que buscam resultados numéricos de
problemas das mais diferentes areas do conhecimento humano, modelados matematicamente
(ARAUJO, 2022).

Embora a analise numérica tenha sido concebido antes dos computadores, data-se que
algumas civilizagbes muito antigas como os babilonios ja faziam uso dos métodos numericos
para resolver certos problemas matematicos e consta na historia deles que usavam um tipo de

tabuleta para aproximar resultados de problemas matematicos.

Embora a analise numérica tenha sido criada bem antes dos computadores, ela esta
muito relacionada a assuntos de interdisciplinaridade entre problemas matematicos e a
tecnologia da informacdo, sendo mencionada muito na disciplina do calculo numérico
(ARAUJO, 2022).

Uma das aplicac@es dos métodos numéricos computacionais € a resolucdo de equacdes
diferenciais, que tém um papel fundamental para toda a Fisica; algumas, muitas vezes, somos

incapazes de resolver de maneira analitica, outras, damos por impossiveis (LYRA, 2018).

O método de Runge-Kutta é aplicado para a resolucdo de equacdes diferenciais de
valores iniciais que possuem equacdes de primeira ordem. Os métodos numéricos como 0S
métodos de Numerov, sdo capazes de resolver tanto como equacdes de ordem n, mas também

é util para resolucdo de uma equacdo de segunda ordem.

O método de Runge-Kutta é um dos mais conhecidos no calculo, porque ele é utilizado
para resolucdes de equacdes diferenciais, o0 qual sera empregado neste trabalho. O método de
Runge-Kutta foi desenvolvido por volta do ano de 1895, pelos dois matematicos alemées C.D.T.
Runge e M.W. Kultta.
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O objetivo deste trabalho é mostrar a eficiéncia do método de Runge-Kutta para
resolucdo de equacOes diferenciais fisicas. Tanto para equagdes de primeira ordem como de
segunda ordem, que aparecem nos sistemas fisicos: circuito RL, circuito LC e o movimento de

um corpo em queda em meio resistente.
2. METODO DE RUNGE-KUTTA

Os métodos numeéricos de Runge-Kutta sdo um agrupamento de métodos iterativos
implicitos e explicitos que formam uma familia que serve para aproximacdo de resolucdo
numeérica usada para estimar valores de equaces diferenciais ordinarias nos n primeiros termos
da expansdo da série de Taylor, trazendo a ideia de aproveitar melhor o método de Euler, de

acordo com algumas propriedades:

I.  S&o métodos de passo Unico.
Il.  Em vez disso, ndo calculam qualquer derivada de f(x, y), mais calcula-se a derivada

f(x, y) em varios pontos.

Os métodos de Runge-Kutta sdo similares a expansao dos polinémios de Taylor, onde

se ddo os nomes dos graus. Na nossa definigéo:

f=f@+5 2 -a) + 2 - a4+ LD —ar )

a equacdo Eq. (1) é a propria série de Taylor da funcdo f em torno de a. Entdo devemos
considera x — a = h, que é o passo utilizado para 0 método de Runge-Kutta, chamado n de k
que define as inclina¢bes das retas no RK. Em seguida, é descrita a forma mais simplificada e
detalhada do Runge-Kutta de ordem 1 e 2, que sdo métodos semelhantes ao de Euler e o de
Runge-Kutta de ordem 4, servindo para resolver problemas fisicos envolvendo equacdes

diferenciais através do aplicativo o software Mathematica ® Versio 11.
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2.1 RUNGE-KUTTA DE PRIMEIRA ORDEM

O método de Runge-Kutta de primeira ordem RK-1 é conhecido como o método de
Euler, no qual usam-se de substitui¢cdes, fazendo a expansdo da série de Taylor, para k =n =

1, temos:

f' (tnyn) " (tnyn)
Yn+1 =Yn t 1 h+ 21 h21 (2

onde temos yn+1 € dai que obtemos o valor inicial de y». J& na aproximacao para o termo de

segunda ordem, que é h? ser um valor muito pequeno, teremos a seguinte relagio:
Yn+1 = Yn + hf'(tn, yn), (3)
ou
Yn+1 = yn + hk1, (4)
que é o método de Euler, citado anteriormente.
2.2 RUNGE-KUTTA DE SEGUNDA ORDEM

O método de Runge-Kutta de segunda ordem RK-2, muito conhecido como método de
Euler, porém mais preciso que usa duas rotinas do seu algoritmo, mas mesmo assim é menos
preciso que o Runge-Kutta de quarta ordem que usa quatro rotinas que sao os valores

K1, K>, K3 e Ka. E é baseado na série de Taylor mais possui 0s seguintes algoritmos que s&o:
h
Yn+1 = Yn +5 (k1 +k3),  (5)
ki = f(twYn), (6)
h h
k2=f(tn+;'yn+;k1)’ (7)
Percebe-se que no grafico 1, o passo mostrado diz que “h” é reduzido pela metade, e a sua
derivada se calcula em um novo ponto, com isso o0 nivel do erro diminui e a aproximacao da

solucdo da equacgdo sera exata. Entdo do modo que as equacOes foram obtidas podemos

encontrar a solugdo, por meio dos algoritmos desenvolvidos



Grafico 1: Representacdo geométrica de Runge-Kutta de segunda ordem

2.3 RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

15

O método de Runge-Kutta para equacdes diferenciais de ordem 4 (RK-4) é um método

muito difundido para o célculo computacional, é nesse método utilizaremos como modelo para

a criacdo do algoritmo no Software Mathematica, e sua formulacéo geral é:

h
Yn+1 = Yn T+ g(k1 + 2k, + 2k3 + ky),

(8)

onde K1 e K> sdo as equacdes (6) e (7), respectivamente e K3 e K4 sao:

h h
ks =f(ta+5,0n+5k),  (9)

Ki=f(ta+ h,yn+h.K3),  (10)

A interpretacdo geométrica do método de Runge-Kutta de ordem 4 (RK-4) pode ser vista no

grafico 2.
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Gréfico 2: Representacdo geométrica de Runge-Kutta de quarta ordem

y 4

Entdo, podemos concluir que o método de Runge-Kutta de ordem 4 (RK-4),
ele calcula as derivadas parciais em cada ponto no grafico acima. Onde séo

indicado pelas setas coloridas que sao os vetores K1, K2, K3 e Ka.

Entdo cada uma das retas mostradas no grafico anterior é dada pelas
inclinagbes K1, K2, K3 e K4. Estima-se o valor no ponto y, dai levando como ponto inicial
0 t e 0 h como NOSSO passo para comecar, os vetores verde, preto e amarelo apontam
para a direcdo do ponto que vai pertencer a cada uma dessas retas que possuem
inclinacbes K; como se apresenta no gréafico. Agora, preste atencdo que o vetor
vermelho do gréfico anterior, € 0 nosso vetor resultante de todas inclinacdes que
apontam para 0 ponto que € mais proximo da solucdo exata analitica, e 0 que

demonstra o pequeno erro do método de Runge-Kutta de ordem 4.



Gréfico 3: Representacdo geométrica do Runge-Kutta de quarta ordem

)’“
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3. EXEMPLOS EDOs DE 12 ORDEM
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Neste capitulo, apresentaremos duas situagdes na fisica que surgem a resolucao de uma

equacdo diferencial de primeira ordem. O primeiro exemplo é um sistema elétrico, o circuito

RL, e serd apresentado na se¢do 3.1. O segundo exemplo é um sistema mecéanico, 0 movimento

de uma particula num meio resistivo, e serd apresentado na se¢do 3.2.

3.1 Circuito RL

Nesta secdo analisamos um circuito RL, que é um circuito elétrico de malha Unica, onde

todos os seus dispositivos estdo ligados em série, constituido de um resistor e um indutor

conforme mostra a Fig. 1 a sequir.

i(t)

—

L =R

Figura 1: Circuito RL

Para analisar este circuito, podemos aplicar a lei das malhas de Kirchhoff ao circuito,

seguindo o sentido da direcdo da corrente elétrica teremos

LA+ Ri=0 (11
dt

onde R é o valor da resisténcia do resistor, L é a indutancia do indutor. A Eq. (11) pode ser

escrita ainda como

di R.
E‘i‘zl—o (12)

Essa equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem pode ser facilmente resolvida

pelo método de separacéo de variaveis

di R tdi
L _Bar o ['&
i L

tR . _ R
0T = —Jy7dt = In(i) = —_t + const. (13)

para que a solucdo seja valida para t > 0 a constante de integragdo deve ser escolhida pela
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condicéo inicial, ou seja, i(0) = io. Aplicando-se a condig&o inicial na Eq. (13), teremos

In(iy) = —%. 0 + const. = const.= In(iy).
Substituindo o valor desta constante na Eq. (13), ficamos com a seguinte expressao

(i) = -2t +In(ig) = In@) - In(ip) = -2t = () =—2t,
0

i(t) = fpexp(—=1).  (14)

Plotamos no Mathematica o grafico dessa funcao Eq. (14) com o valores das constantes sendo

io =104, R =40, L = 10H, o resultado é apresentado no grafico (4).

Gréfico 4: Resultado obtido analiticamente da corrente versus tempo para o circuito RL

i(A)
5

Em seguida, resolvemos a equacdo diferencial da Eq. (12) pelo método de Runge-
Kutta, o algoritmo esta contido no Anexo I.
O grafico obtido numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem com o

valores das constantes sendo io = 104, R = 40, L = 10H, é apresentado no grafico (5).
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Gréfico 5: Resultado obtido numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem da

corrente versus tempo para o circuito RL

t(s)

Percebemos pelos resultados dos dois graficos que o resultado numérico coincide com
o resultado analitico o que demonstra neste exemplo a eficiéncia do método de Runge-Kutta

em resolver uma equacao diferencial linear de primeira ordem homogénea.
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3.2 Movimento em meio resistivo - EDO em termos da velocidade

Nesta secdo analisaremos um movimento de um corpo em queda em um meio
resistente, dessa forma, além da forca peso fy = mg, vamos considerar a forga de resisténcia

do ar
fp=—bv (15)

onde b € uma constante positiva e que depende da forma geométrica do corpo e do meio onde
ele vai se encontrar. Se considerarmos 0 corpo como uma particula e 0 seu movimento em uma

dimenséo, podemos aplicar a segunda lei de Newton ficara da seguinte forma

mg — bv =ma (16)

0 que nos leva a seguinte equacéo diferencial

dv bv
< t-=9 @7

m

como vemos, essa equacao (17) é uma equacao diferencial de primeira ordem ndao homogénea
com seus coeficientes constantes. Para resolver essa EDO faremos uso da técnica do fator de
integracao,

a= exp(fotpds) = exp(fot%ds) = exp(bt/m) = a=ebt/™ (18)

Multiplicando a EDO pelo fator integrador Eq. (18), teremos

dv bv dv bv
—ta—= = ebt/m + ebt/m
a t a ag e T e

— ,bt/m =
e
d 9

dv b d
bt/m bt/m,, — bt/m bt/m — bt/m
e o T -e’mMv = ge = dt(e V) = ge :

Integrando o Gltimo resultado no tempo, encontramos
ebt/my = %ebt/m + k. (19)

onde k é uma constante de integracédo. Dividindo a Eq. (19) por ebt/m, encontramos

v(t) = % + ke bt/m_ (20)
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A fim de determinar a constante k, aplicamos a seguinte condicéo inicial v(0) =0 na
Eqg. (20), com isso
-ng —b.(0)/m =_"9
0=—"+ke = k=--= (21)

Finalmente, a solucdo da EDO da Eq. (17) é escrita como

v(t) =77 (1 —e™™). (22)

Plotamos no Mathematica o gréfico dessa funcéo Eq. (22) com o valores das constantes
como sendo massa m = 2kg, aceleracio da gravidade g = 9,8m/s?, constante de amortecimento

da forca resistiva b = 0,2 Ns?/m. O resultado é apresentado no grafico (6).

Grafico 6: Resultado obtido analiticamente da velocidade versus tempo para 0 movimento

com forca resistiva

v(m/s)
100

80

60

40

20

| - ‘ - (s
20 40 60 80 100
Em seguida, resolvemos a equacdo diferencial da Eq. (17) pelo método de Runge-Kultta,

0 algoritmo esté contido no Anexo Il.

O grafico obtido numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem com o
valores das constantes sendo m = 2kg, g = 9,8m/s? e b = 0,2 Ns?/m esta apresentado no Grafico
7.
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Gréfico 7: Resultado obtido numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem da

velocidade versus tempo para 0 movimento com forca resistiva

v(m/s)
100

20 40 60 80 100

Entdo, percebemos, pelos dois métodos dos dois graficos, que o resultado numérico
coincide com o resultado analitico, o que demonstra, neste exemplo, a eficiéncia do método de
Runge-Kutta de 4% ordem, em resolver uma equacéo diferencial linear de primeira ordem néo

homogénea com seus coeficientes constantes.
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4. EXEMPLOS EDOs DE 22 ORDEM

Neste capitulo, apresentaremos duas situacGes na fisica que surgem para a resolucao de
uma equacdo diferencial de segunda ordem. O primeiro exemplo é um sistema elétrico, o
circuito LC, e sera apresentado na se¢do 4.1. O segundo exemplo € o sistema mecanico descrito
na secdo 3.2, 0 movimento de uma particula num meio resistivo. Aqui iremos encontrar a EDO

em termos da posicao e sera apresentado na se¢éo 4.2.

4.1 Circuito LC
Consideramos o circuito LC da Figura 2 com o capacitor inicialmente carregado.

Figura 2: Circuito LC.

Aplicando a lei a Kirchhoff das tensdes em torno da malha do circuito, comegando no

canto inferior esquerdo e circulando no sentido horario, teremos

Q di
Ve+V,=0 = E+Ld—;=0, (23)

derivando em relacdo ao tempo, e sabendo que i = dQ/dt, obtemos

i dazi ai | i da’i 2: _
E+Lﬁ_0 :>dt2+LC_O @dt2+a)ol—0. (24)

que é uma equacdao diferencial ordinaria homogénea de segunda ordem, onde a constante é dada
por wo = 1/VLC. Observe que a Eq. (24) é idéntica a equacdo de um oscilador harménico de
frequéncia angular wo. Existem duas solucdes independentes e a solucdo geral € uma
combinacéo linear dessas duas solugdes, mostradas a seguir:

i1(t) = cos(wot) € i(t) =sen(wyt). (25)

A solucéo geral é dada por



25

i(t) =i1(t) +i,(t) = cicos(wpt) + cysen(wet) =

i(t) = Acos(wot + @), (25)

note que c1 = Acosg e co = —Aseng, onde foi usada a identidade trigonomeétrica cos(wot +
@) = cos(wot)cos(¢p) — sen(wot)sen(p). As constantes A e ¢ sdo obtidas pelas condi¢des
iniciais. Para determina-las primeiro podemos integrar a Eq. (25) para obter uma expressao para

a carga elétrica, ficamos com

Q(t) = wiosen(wot +¢). (26)

A carga inicial e a corrente inicial no capacitor, em t = 0, € obtido das Egs. (25) e (26),

entdo

i(0) =iy = Acosp, (27)

Q(0) = Qo = Z-seng. (28)

wo
Temos, portanto, um sistema de duas equacdes e duas incognitas A e ¢. Resolvendo

este sistema, encontramos as seguintes expressf)es para as constantes

A=\ig+w5Qs, (29)

p=1tg™ (%) (30)

o

Se em t = 0 ndo ha corrente, isto é io = 0, e a carga Qo esta toda concentrada no
capacitor, temos A = woQo € ¢ = /2. Nestas condic¢des a Eq. (25) fica

i(t) = weQpcos(wot + m/2) = i(t) = —wyQysen(wot). (31)

Plotamos no Mathematica o grafico da funcdo da Eq. (31) com o valores das constantes

como sendo L = 0,20H, C = 5F, Qo = 10C. O resultado € apresentado no Gréfico 8.
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Gréfico 8: Resultado obtido analiticamente da corrente versus tempo para o circuito LC
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Em seguida, resolvemos a equacéo diferencial da Eq. (24) pelo método de Runge-Kutta
de 42 ordem, o cddigo esta contido no Anexo IlI.

O grafico obtido numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem com o
valores das constantes sendo L = 0,20H, C = 5F, Qo = 10C, ou seja, as mesmas usadas no

resultado analitico, com isso o resultado numérico é apresentado no Gréfico 9.

Gréafico 9: Resultado obtido numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta

ordem da corrente versus o tempo para o circuito LC.
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Entdo, percebemos mais uma vez que o resultado numérico quanto o analitico dos dois
graficos sdo proximos o que demonstra neste exemplo a eficiéncia do método de Runge-Kutta
em resolver uma equagdo diferencial linear de segunda ordem homogénea, da corrente versus

tempo para o circuito LC.
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4.2 Movimento em meio resistivo - EDO em termos da posi¢ao

Reescrevendo a Eq. (17) em termos da posicdo, ficamos com a seguinte equacéo

2
dx bdr_ oo

dat? m dt

Como na situacao da secdo 3.2 Considerando as constantes que aparecem na Eq. (32)
como sendo massa m = 2Kkg, aceleracio da gravidade g = 9,8m/s?, constante de amortecimento
da forca resistiva b = 0,2 Ns?/m. Com isso, a solucdo da equacéo diferencial ordinaria de
segunda ordem ndo homogénea acima é dada por

x(t) = 98,1t — 10k,e % + k,, (33)
onde as constantes ki e k2 sdo determinadas pelas condicdes iniciais. A partir da Eq. (33)

obtemos a velocidade,

v(t) =5 = 98,1+ kye 1. (34)

Utilizando-se das seguintes condi¢es iniciais, x(0) = 0 e v(0) = 0, obtemos o sistema
de equacOes
x(0) = —10k; + k, =0, (35)

v(0)=981+k =0 = k, = —98,1. (36)

Substituindo o valor de k1 da Eg. (36) na Eq. (35) encontramos k> = —981. Portanto, a
solucdo da Eq. (33) pode ser escrita como
x(t) = 98,1t —981(1 —e~%1t). (34)

O resultado desta funcdo €é apresentado no Grafico 10.

Gréfico 10: Resultado obtido analiticamente da posicao versus tempo para 0 movimento com

forca resistiva
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Em seguida, resolvemos a equacéo diferencial da Eq. (32) pelo método de Runge-Kutta

de quarta ordem, o cddigo esta contido no Anexo V.

O grafico obtido numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem com o
valores das constantes sendo m = 2kg, g = 9,8m/s? e b = 0,2 Ns?/m esta apresentado no Gréfico

11.

Gréafico 11: Resultado obtido numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta

ordem da posicéao versus tempo para 0 movimento com forca resistiva
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5. CONCLUSAO

Fazendo o uso do aplicativo software Mathematica, foi possivel aplicar o método
numero de Runge-Kutta tanto para equacdes diferenciais primeira ordem (RK-1), equacdes
diferenciais de segunda ordem (RK-2) e equacg0es diferenciais de quarta ordem (RK-4). Em
problemas fisicos, como circuito RL, circuito LC e 0 movimento num meio resistivo para
equacOes diferenciais lineares. Aplicando o método de Runge-Kutta de ordem 4, vemos sua
eficacia para resolugdes de problemas fisicos tanto para método de Runge-Kutta de primeira
(RK-1), segunda ordem (RK-2) e quarta ordem (RK-4) de forma analitica como de forma

numeérica.

Os resultados, que contribuiram neste trabalho, mostraram a eficiéncia da resolucédo de
problemas fisicos, que, na maioria das vezes demandam um breve conhecimento matematico,
mas que também as vezes isso ndo é o suficiente. Entdo, com o uso do aplicativo software
Mathematica, foi possivel mostrar sua eficiéncia da resolugdo tanto de forma analitica como
numérica, e seu passo a passo como toda manipulacdo algébrica, seus graficos e sua solugédo

exata em problemas fisicos que sdo muito complexos.

Neste trabalho, limitou-se mostrar a aplicacdo do método de Runge-Kutta (RK-1, RK-
2 e RK-4) como sua eficiéncia em problemas de circuito RC, circuito LC e movimento em um
meio resistivo de equacdes diferenciais lineares homogéneas com certas condicdes especificas,
mas que também devemos reconhecer que existem outras areas do ramo da fisica em que estes
se aplicam. Por isso, é possivel a aplicacdo do método de Runge-Kutta para problemas que
envolvam, por exemplo, eletromagnetismo, oscilagdes livres num circuito RL, oscilaces livres
num circuito LC, como em sistemas da mecanica Newtoniana, Lagrangiana e Hamiltoniana

“movimento em um meio resistivo” e etc.

O estudo deste trabalho foi desenvolvido a partir de dialogos com o professor orientador,
buscando mostrar a eficiéncia do métodos numéricos de Runge-Kutta e suas vastas aplicaces
no ramo da fisica, engenharia e sua presenca mercado de simulagdes computacionais na

resolucédo de problemas com solugdes tanto numeérica como analitica.
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ANEXO A - Cédigo do Mathematica para o circuito RL (EDO 12 ordem)

(* Valor da resisténcia *)

R =4,

(* Valor da indutancia *)

Li=10;

(* Intervalo de varredura e tamanho do passo *)
a=0;

b = 25;

h=0.01,

(* "Fatiamento” do intervalo *)

L = (b-a)/h;

y[0] =5;

FIx_y_]=- (R/Li)y;

(* Algoritmo do Método de Runge-Kutta de 4a ordem *)
Do[x[n]=n*h,{n,0,L}]

Do[{

k1=h*F[x[n].y[n]],

k2=h*F[x[n] + h/2, y[n] + k1/2],

k3=h*F[x[n] + h/2, y[n] + k2/2],

kd=h*F[x[n] + h, y[n] + k3],

y[n+1]=y[n] + (k1/6 + k2/3 + k3/3 + k4/6)},

{n,0,L}]

GraficoN=ListLinePlot[{Table[{x[n],y[n]}.,{n,0,L}]} AxesLabel->{t,i}PlotRange->All]



ANEXO B - Cbdigo para o movimento num meio resistivo (EDO 12 ordem)

(* Intervalo de varredura e tamanho do passo *)
a=0;

b = 100;

h =0.01;

(* "Fatiamento" do intervalo *)

L = (b-a)/h;

(* Constantes fisicas *)

m=2;

g =9.81,

b=0.2;

y[0]=0;

(* EDO de primeira ordem *)

FIx_y_1=g- (b/m)y;

(* Algoritmo do Método de Runge-Kutta de 4a ordem *)
Do[x[n] = n*h,{n,0,L}]

Do[{

k1 =h*F[x[n].y[n]]

k2 = h*F[x[n]+h/2,y[n]+k1/2],

k3 = h*F[x[n]+h/2,y[n]+k2/2],

k4 = h*F[x[n]+h,y[n]+k3],

y[n+1] = y[n]+(k1/6+k2/3+k3/3+k4/6)},
{n,0.L}]

GraficoN = ListLinePlot[{Table[{x[n],y[n]},{n,0,L}]}]
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ANEXO C - Cédigo do Mathematica para o circuito LC (EDO 22 ordem)

(* Intervalo de varredura e tamanho do passo *)

h=0.01,

L = (b-a)/h;

(* Frequéncia angular *)

wo=1;

(* Algoritmo do Método de Runge-Kutta de 4a ordem para as duas fungoes *)
Do[x[n] = n*h,{n,0,L}]

y[0]=0;

z[0] = 1;

FIx_y_z 1=17

GIx_y_z 1=-wy;

Do[{

k1 =h*F[x[n], y[n],z[n]],

tl = h*G[x[n], y[n],z[n]],

k2 = h*F[x[n] + h/2, y[n] + k1/2, z[n] + k1/2],
t2 = h*G[x[n] + h/2, y[n] + t1/2, z[n] + t1/2],
k3 = h*F[x[n] + h/2, y[n] + k2/2, z[n] + k2/2],
t3 = h*G[x[n] + h/2, y[n] + t2/2, z[n] + t2/2],

k4 = h*F[x[n] + h, y[n] + k3, z[n] + k3],



t4 = h*G[x[n] + h, y[n] + 13, z[n] + 3],
y[n+1] = y[n] + (k1/6 + k2/3 + k3/3 + k4/6),
z[n+1] = z[n] + (t1/6 + t2/3 + t3/3 + t4/6)},
{n,0,L}]

GraficoN=ListLinePlot[{Table[{x[n],y[n]}.,{n,0,L}]}]

34
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ANEXO D - Cédigo para o0 movimento num meio resistivo (EDO 22 ordem)

a=0;

b=5;

h =0.01;

L =(b-a)/h;

m=2;

g =9.81,

ba=0.2,

Do[x[n] = n*h,{n,0,L}]

y[0] =0;

z[0] = 0;

FIx.y .z 1=z

G[x_y_z_]=g- (ba/m) z;

Do[{

k1 =h*F[x[n], y[n].z[n]],

t1 = h*G[x[n], y[n].z[n]],

k2 = h*F[x[n] + h/2, y[n] + k1/2, z[n] + k1/2],
t2 = h*G[x[n] + h/2, y[n] + t1/2, z[n] + t1/2],
k3 = h*F[x[n] + h/2, y[n] + k2/2, z[n] + k2/2],
t3 = h*G[x[n] + h/2, y[n] + t2/2, z[n] + t2/2],
k4 = h*F[x[n] + h, y[n] + k3, z[n] + k3],

t4 = h*G[x[n] + h, y[n] + t3, z[n] + 3],
y[n+1] = y[n] + (k1/6 + k2/3 + k3/3 + k4/6),
z[n+1] = z[n] + (t1/6 + t2/3 + t3/3 + t4/6)},
{n,0,L}]

GraficoN = ListLinePlot[{Table[{x[n], y[n]}, {n, O, L}]}, PlotRange -> {0, 400}, AxesLabel -
> {t, x}]



